
ŘEŠENÍ

Cvičeńı 1. Označme náhodnou veličinu X = doba tikáńı.
(a) Zkoumáme parametr θ = EX, tj. středńı dobu tikáńı. Tuto hodnotu odhadneme výběrovým pr̊uměrem,

tj. provedeme n nezávislých pozorováńı X1, ..., Xn a spoč́ıtáme

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi.

(b) EX̄n = EX = θ, varX̄n = varX
n .

(c)Předpokládáme, že náhodná veličina X nabývá hodnot na nějakém intervalu [a, b], kde hodnoty a a
b jsou neznáme. K jejich odhadu na základě pozorováńı X1, ..., Xn použijeme tyto odhady

ân := min
i=1,...,n

Xi, b̂n := max
i=1,...,n

Xi.

Rozděleńı těchto odhad̊u je dáno distribučńımi funkcemi Fân a Fb̂n
, kde

Fân(x) = P(ân ≤ x) = P( min
i=1,...,n

Xi ≤ x) = P(∪ni=1[Xi ≤ x]) = ... = 1− (1− F (x))n,

Fb̂n
(x) = P(b̂n ≤ x) = P( max

i=1,...,n
Xi ≤ x) = P(∩ni=1[Xi ≤ x]) = ... = (F (x))n.

Při výpočtu jsme využili nezávislost a stejné rozděleńı náhodných veličinX1, ..., Xn a doplňkové pravděpodobnosti
k sjednoceńı a pr̊unik̊um. Hustoty spoč́ıtáme derivováńım

fân(x) = F ′ân(x) = nf(x)(1− F (x))n−1, x ∈ R,

fb̂n(x) = F ′
b̂n

(x) = nf(x)(F (x))n−1, x ∈ R.

(d) Dosad́ıme výše hustotu a distribučńı funkci rovnoměrného rozděleńı na [a, b], tj.

f(x) =

{
1

b−a pro a ≤ x ≤ b,
0, jinak,

F (x) =


0 x < a,
x−a
b−a a ≤ x ≤ b,
1, x > b.

Dostaneme

fân(x) =

{
n

b−a(1− x−a
b−a )n−1 pro a ≤ x ≤ b,

0, jinak,

Fân(x) =


0 x < a,

1− (1− x−a
b−a )n a ≤ x ≤ b,

1, x > b.

Středńı hodnota odhadu ân je tedy

Eân =

∫ ∞
−∞

xfân(x)dx = ... = a+
b− a
n+ 1

.

Podobně bychom dostali Eb̂n = b− b−a
n+1

Pro n→∞ se distribučńı funkce ân chová jako
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Fâ∞(x) =

{
0 x < a,

1, x ≥ a.

Tato distribučńı funkce odpov́ıdá degenerovanému rozděleńı, tj. takovému, že P(â∞ = a) = 1.
(e) Pravděpodobnost θ := P(X ≤ 10) = F (10) odhadneme pomoćı empirické distribučńı funkce, tj.

θ̂n =
1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ 10}.

Pak Eθ̂n = θ a varθ̂n = F (10)(1−F (10))
n .

Cvičeńı 2. Označme X = 1{náhodně vybraná osoba je levák}
(a) Náhodná veličina X má alternativńı rozděleńı Alt(p) s nějakým neznámým parametrem p ∈ (0, 1).

Parametr p zde vyjadřuje pravděpodobnost, že náhodné zvolená osoba bude psát levou rukou.
(b) Uvědomı́me si, že EX = p, a tedy vhodným nástrojem pro odhad hodnoty p je výběrový pr̊uměr, tj.

p̂n =
1

n

n∑
i=1

Xi.

(c) Ep̂n = p, var p̂n = p(1−p)
n .
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